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Num. V. 


Ejusdem 

De Integratione 

Aquationum DifFercntialium altiorum 

graduum. 


§■ *■ 

Q Uanquam ad refolvendas aequationes differentiales pri- 
mi gradus plurima: adhuc excogitatas funt metho- 
di, atque in hoc negotio fummi Geometrae operam 
ac ftudium collocaverunt; tamen parum etiam nunc fubfidii 
attulerunt ad aequationes differentiales altiorum graduum 
tr a flandas, easque vel conftruendas vel integrandas. Aqua- 
tiones quidem differentiales fecundi gradus ita refolvi folent, 
ut per idoneam fubftitutionem ad aequationes primi gradus 

reducantur, quo fa&o earum refolutio ad viam magis tri- 
tam & cognitam revocatur*, atque in hoc negotio nonnulla 
fubbdia ante complures annos excogitavi, quorum ope in- 
numerabiles aquationes differentiales fecundi gradus ad pri- 
mum gradum deprimi, atque adeo five confinii five inte- 
grari pedunt. At vero in aequationibus differentialibus ter- 
tii, altiorisvc gradus, fimilia artificia, quibus ea: ad gradum 
inferiorem traduci queant, parum ac plerumque nihil pro- 
funt, cum hoc pa&o ad aequationes differentiales fecundi vel 
etiam altioris gradus tam complicatas perveniatur, ut ulterius 

C c tra- 



traflari omnino nequeant. Quamobrem in hoc negotio non 
parum utilitatis afferet methodus, quam hic fum expofitu- 
rus, cujus beneficio plurima aequationes differentiales altio* 
rum graduum fine praevia rcduftione ad gradus inferiores 
ftatim integrari, atque aequationes integrales in terminis fini- 
tis exhiberi pofTunt. 


$. H. 

Sint y & x variabiles, quibus aquatio differentialis 
cujuscunquc gradus contineatur , in qua differentiale dx 
affumtum fit conflans : atque habeat altera variabilis y 
cum fuis differentialibus dy , ddy , d*y, &rc. in fingulis 
terminis unicam dimenfionem, ita ut aequatio, cujuscunque 
demum fit gradus, fequentem induat formam: 


ozA) + 


B dy Qddy D d 3 y E d 4 y F d s y 


dx 


dx‘ 


dx 2 


dx* 


-h 


dx* 


&c. 


in qua litterae A,B,C,D,&c. fTgnificent quantitates vel con- 
flantes, vel alteram variabilem x utcunque involventes. Ma- 
nifeflum autem eft, hanc aequationem latiffime patere, non 
folum enim ob coefficicntes indeterminatos A, B, C, D, &c. 
quos fimul funftiones quascunque ipfius x afTumimus, ma- 
xime eft generalis, fed etiam aequationes differentiales cujus- 
cunque gradus in fe compleflitur* Hanc igitur aequatio- 
nem, quibus calibus integrationem admittat, in hac diflerta- 
tione evolvam. 


<$. m. • 

Primum quidem perfpicuum eft, aquationem integra* 
Iem completam praeter quantitates conflantes in ipfa aqua- 
tione 



is>r 


tione differentia] i contentas, tot novas conftantes arbitrarias 
in fe complebi oportere, quoti fuerit gradus aquatio diffe- 
rentialis propofita. Quodfi enim ponamus, eam aquationem 
effe differentia! em gradus n, ita ut ultimus illius terminus fit 
N fl n v 

j per unam integrationem ea reducetur ad gradum 

ii »4 


n — i. per duas integrationes fucceflive inffitutas ad gra- 
dum n — 2j per tres ad gradum n — 3; &: ita porro. Ex 
quo intelligitur, demum poft ;; integrationes ad aquationem 
integralem terminis finitis expreffam perveniri Quoniam 
vero per unamquamque integrationem una eonfhns arbitra, 
ria in integrale ingreditur, manifeftum eff,integrale comple- 
tum n conflantes arbitrarias complecti oportere. 


$. iv. 

Aquatio igitur integralis eompleta tot conftantes arbi- 
trarias in fe complebitur, quot exponens ;; continebit unita- 
tates; hxcque arouatio integralis aeque late patere eenfcnda 
eft, atque ipfa tequatio differemialis gradus ?; : ita ut nullus 
valor finitus pro y affumtus aequationi differentiati fatisface* 
re queat, qui non contineatur in requatione integrati com- 
pleta. Quodfi autem in ifta aequatione integrati completa 
nna pluresvcs illarum eonftantium arbitrariarum pro lubitu 
determinentur, tum habebitur quidem aequatio quxfito fa- 
faciens, at ea non amplius erit completa, fcd tantum aequa- 
tio integralis particularis, quae non omnes puffibiles valores 
ipHus-j' aequationi dnferentiali fatisfa ei entes in fe complebi- 
tur. Probe igitur discerni oportet aquationem integralem 

Cea com- 
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completam a particulari; atque fi aquationi differentiali per* 
fefle fatisfacere velimus, aquationem integralem completam 
inveniri oportet. 

§. V. 

Ad cognoscendum autem, utrum aquatio integralis ex- 
hibita fit completa, ncc ne, criterium ex allatis facile colli, 
gitur. Primum enim ea aquationi propofe differentiali 
fatisfacere debet , quod fit, dum fafta fubflitutione aquatio 
identica refultat; alioquin enim illa aequatio nequidem foret 
integralis. Pncterea vero neceffe efl, ut aequatio integralis 
tot contineat quantitates conflantes arbitrarias, quoti fuerit 
gradus aequatio differentialis' propofita. Si enim pauciores 
in ca infint conflantes, tura xquatio integralis data non erit 
completa, fed tantum particularis. In enumeratione autem 
conflantium arbitrariarum probe cavendumefl, ne per nu- 
merum diverfarum litterarum fallamur, neque pro diverfis 
quantitatibus habeamus, qus per fe invicem determinantur. 

§. VI. 

Quo discrimen inter aequationes integralcs completas 
& incompletas clarius intelligatur, juvabit rem exemplo il- 
luflrafle. Sit igitur propofita hsce aequatio differentialis 
aady -f- yydx rr (aa-\ —xx)dx\ cui fatisfacere patet hunc 
valorem y ~ **, quippe qui fubflitutus producit aequatio- 
nem identicam. Efl -igitur y~x aequatio integralis, at mi- 
nime completa, cum ea neque conflantem a 3 quae in aqua- 
tione differentiali inefl, neque praeterea aliam conflantem ar- 
bitra* 
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bitrariam contineat, quemadmodum aquatio diffe renrialis pri- 
mi gradus poftulat. Vehementer igitur falleretur, qui hanc 
aequationem y zzz x pro intcgrali completa hujus aady 
yydx zz { an xx)dx venditare vellet: aequatio enim in- 
tegralis completa eft 

— XX 

y ~ x -1 - — — : quae faciendo conflantem 

sa— \-b f e T* dx 

arbitariam h zz o utique reddit integralem particularem 
y ~ x. 

§. Vll. 

Simili modo videmus huic aquationi differentio- diffe. 
rentiali y zz fatisfacere hanc aequationem 

finitam y z ~ x\ procul autem abeft, quominus fit intggra- 
lis completa, omnemque vim aquationis differentio* differen* 
tialis exhauriat, quoniam aequatio integralis completa praeter 
conflantem a duas quantitates arbitrarias continere debet. 
Videmus vero etiam hanc aequationem y zzl n x fatisfacere, 
qua: autem, quia unicam conflantem n continet, tantum mo- 
do eft, particularis. Aiquatio autem integralis completa eft 


y— n* -h bx f 


— X 

e ~ dx qux praeter conflantem n duas 

XX 


continet conflantes arbitrarias £•& »j uti natura rei poftu- 
lat. 


Cc 3 


§. Vlll. 


$. vili 

Cum nucem omnes aquationes incegrales particulares 
in completa contineantur , patet ex pluribus integralibus 
particularibus completam conflare ; atque adeo ex integra- 
libus particularibus integrale completum conflabitur. Saepe 
numero quidem aeque difficile efl ex cognitis aliquot inte- 
gralibus particularibus integrale completum vel faltem in- 
tegrale latius patens , atque idem ex ipfa aquatione diffe- 
rentiali per integrationem colligere. At vero requatio quam 
tra&are fuscepimus 


o A y* — j— 


B dy 

dx 


Cddy 

dx 2 


Df/ 3 y 

7P~ 


E d*y 

dx* 


-~ y - H- &c. 


ita eft comparata, ut cognitis valoribus particularibus ipfius 
y duobus pluribusve, ex iis facile valor latius patens illos 
nempe valores in fe comple&ens ipfius y formari queat* 
Hocque pafto ex fufficienti numero v alorum particularium 
pro y inventorum valor completus, feu aequatio integralis 
completa concinnari poterit. 


$. ix. 

Primo autem perfpicitur fi p fuerit valor conveniens ipfius 
y j ita ut fit y — p ) tum etiam fore y — ap' } namque fi 

valor p loco y fubftitutus reddit A y -4— -4— 

dx ' dx 2 

— H &c. — o, tum valor a p loco y fubflitutus eandem 
expreflionem evanescentem efficiet: hocque modo una con- 
flans arbitraria a in aquationem integralem particularem 

y ~ P 


y “ .p introduci potefl. Sin autem praeterea hasc aequatio 
y — q facisfaciat, propofitx, tum pari modo quoque facisfa- 
cietj=)3 q\ ex his autem duobus valoribus particularibus 
y — ap 8c y — fi q> colligetur hic latius patens y — ap 

-+- P 1- s * en ™ exprcflio Aj H — 4- 4- 4- 

&c. nihilo aequalis redditur, pofito tam ap quam J 3q locoj, 
manifeftum eft, eandem expreffiorem nihilo aequalem heri 
debpre , fi loco y ponatur a p - 4 - j 3 q. 

§. X. 

Simili modo fi />, /, &rc. fuerint ejusmodi funfti- 

onis ipfius x } ut fingukc feorfim loco y fubftituta; exprefti- 

onem -Ay -H -4- -f-&c. evanescentem efficiant. 

ax a x z 

tum etiam hic valor ap fiq yr &c. lo- 

co, y fubftitutus eandem expreftionem nihilo aequalem pro- 
ducet. Quare fi />, q, r y /, &rc. fuerint valores particulares 
ipfius y , qui ipfi ex aequatione propofita conveniunt, tum ex 
iis colligitur ifte valor longe latius patens y ~ ap j 3q 

y r -f- $ f -f- &c. aequationi propofita; pariter fatisfa* 
ciens. Hicque valor adeo erit completus, fi tot affuerint 
conflantes arbitrariae a, j 3, y } &c. quoti fuerit gradus aequa- 
tio differcntialis propofita. Facilem igitur nafti fumus mo- 
dum, ex pluribus valoribus particularibus ipfius j, ejus-va- 
lGrem completum afiignandi , qui omnes omnino valores 
ipfius y tequationi fatisfacientes in fe complectatur : ficque 

habebi- 


habebitur aequatio integralis in terminis finitis completa 

§. XI. 

Totum ergo negotium pro inveniendo integrali com- 
pleto aquationis propofitx 

MJy ( C ddy ( D d 3 y , , Nd»y 

Tx H Jx 2 7x~^~ ~+~ ~dI-~ 


o = Ay + 


hue reducitur, ut valores particulares invefligemus, qui pro 
y fubflituti aquationem identicam reddant. Tot autem 
ejusmodi valoribus parti eular ibus erit opus, quoad 'iis prte- 
feripto modo colligendis tot conflantes arbitrari# affuerint, 
quot exponens maximus n continet unitates. Quare fi fin- 
gul# aequationes particulares unam feeum gerant conflan- 
tem arbitrariam, ejusmodi aequationes numero n requirun- 
tur, ad aequationem integralem completam conflituendam. 
Sin autem quaedam harum aquationum partieularium plu- 
res una conflantes arbitrarias implicent, tum eo paucioribus 
opus erit aequationibus particularibus ad eompletam ex iis 
colligendam. 


§. XII. 

Denotent iam omnes litterx A, B, C, D, &c. quantita- 
tes eonflantes, ita ut integrari debeat h#c aequatio differen- 
tialis gradus n 




Q,ddy 

~dx~ 


T)d 3 y 

dx 3 


N d n y 
dx n , 


Quoniam y cum fuis differentialibus ubique unieam dimen- 
fionem complet, fecundum methodum meam in Tomo III. 

Com* 


Comment. Academia; Petropol. traditam h;cc xquatio diffe- 

rentialis uno gradu deprimetur fi ponamus y zz e ^ : 
unde fingula dsfferentialia .ipfius y erunt 

d y fti* 

dx e P 



d 3 y 
dx 3 


fpi* 

— e {p ^ — b" 


2 pd p 

dx 




j£p\ 

d.X l J 


d*2 

dx* 


fp* 1 * 

e 



&C. 


4 pddp 
■dx 2 


¥t± , d Jj\ 

dx 2 dx 3 y 


qui valorcs fi in propofita fubflituantur, ea dividi poterit per 

fpix 

e , atque remanebit aequatio differentialis gradus n— i. 

§. Xlll. 


Hic autem primum patet, fi capiatur p conflans, ita ut 
ejus differentialia dp i ddp } d 3 p 1 Sc c. evanescant, tum ob A, B, 
C, D, &c. conflantes, variabilem .v prorfus cx a-quatione 
efTe excetTuram; atque in hac hypothefi orietur fcquens s- 
quatio algcbraica: 

o — A — f— B p — f— Cp 2 — H T)p 1 *4" E / 1 + ; 

ex qua fi valor aliquis pro p eruatur, fimul habebitur aequa- 

fX 

tio integralis particularis y ~ e' , aquationi diflerentiali 
propofita fatisfaciens; fatisfaciet ergo etiam uti vidimus haec 

Dd *q ua * 


aquatio y ~ ae , -quoties p fuerit quantitas conflans ac 
radx hujus aquationis algebraicx o ^ A B/>-|-Cp 2 
-j-D/ 3 q-. . . . +Nf. 

§. XIV. 

Perduximus ergo inventionem valorum particularium 
pro variabili y, ad refolutionem aequationis algebraicx n di* 
menfionum, pro qua fumamus hanc 
o z» A — H B z —f - C z 2 —f— Ds 3 —f - . * . . » Nz w 
hujusque xquationis fingulx radices feu divifores dabunt 
totidem valores particulares ipfius y . Si enim fuerit pz — q 

divifor iftius xquationis, ex quo oritur z — -j— , erit y zi 

a e —j ; qui valor particularis unam continet conflantem ar- 
bitrariam cs. Cum autem illa xquatio algebraica n dimenfl* 

onum contineat n radices feu divifores, hinc quoque orien- 
/ 

tur u valores particulares pro y\ qui junftim fumti dabunt 
valorem univerfalem pro yj hicque fimul erit valor comple- 
tus, eo quod n contineat conflantes arbitrarias; quod eft 
criterium xquationis integralis completx. 

f.. XV. 

Si ergo xguationis iftius algebraicx n dimenfionum 0- 
mnes radices fuerint reales , tum prodibit valor complptus 
pro y in terminis realibus expreftus , eritque aggregatum n 

formularum exponcntialium hujus fpeciei a ; hocque 

adeo 
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adeo cafu integrale completum per folam logarithmicam feu 
quadraturam hyperbolx exprimi poterit. Quodfi autem 
aliquot radicum illius aquationis algebraica fuerint imagi- 
naria, tum in integrale completum ingredientur formula; 
exponentiales imaginaria; quas infra per quadraturam cir- 
culi conft ruere docebo. Prxcipuc difficultas in hoc verfa- 
tur, quando dux pluresve radices aquationis fint inter fe 
aequales, tum enim ob plures formulas exponentiales aqua- 
les, numerus conflantium arbitrariarum diminuitur; atque 
obhanc caufam integrale invcntpm non amplius erit com- 
pletum. 

$. XVI. 

Utrique incommodo medelam afferemus, fi. nexum in- 
ter aquationem differentialem propofitam 

o — a , -+- _±_ 9!. 'il _i_ ™li -±- _i_ N</ * 

atque inter aquationem algcbraicam 'formatam 

0 nzz A — i - Bs — Cjc 2 — ! — D.c 3 ■“f* — |-~ 

attentius contemplemur. Quemadmodum enim ex hac illa 

oritur, fi loco ponatur y , loco s vero & generaliter 

loco feribatur 4-r • ita fimilimodo ex fafloribus fin- 

gulis aquationis algebraica formabuntur aquationes dif- 
ferentiales , qua neceilario in aquatione differentiali pro- 
poffta continebuntur, atque ex quibus proinde valorcs 
particulares pro y reperientur. Sic fi pz — q vel pz 

fuerit divifor aquationis algebraicx, ex hoc per legem ne- 

Dd % xus 


xus oritur haec «quatio differcntialis q y — ~ = o quae 

qx 

integrata dat y ~ a. e ~j , quae eft ea ipla, quam ex eodem 
fa&ore p*—q elicuimus. 

§. XVII. 

Hinc intelligitur fi habeatur divifor quicunque aequa- 
tionis illius algebraicae puta, p — }- q z — f- rzz tum aequatio- 
nem ex hoc divifore oriundam py -f--—- -h —7? — o 

dare valorem pro y, qui edam {atisfacit aequationi differen- 
tiati propofita:. Ex hoc ergo illam difficultatem tollere po- 
terimus, quae locnm habet, fi aquatio algebraica habeat du- 
os pluresve fa&ores «quales. Sit igitur (p — qz ) 2 divifor 
aequationis algebraica, ex hocque evoluto refultabit haec 

aequatio differendo* differentialis ppy % ^dx^ ' + 


~o. Ponamus y—e~f u> fafta que fubftitutione habebi- 
mus dduzz o, hineque u~ a -}- $x. Quare ex fa&ore 

px 

quadrato {p—qz ) 2 oritur fequens valor 3.*-), 

qui duas conflantes arbitrarias comple&itur. 

§. XVIU. 

Si «quatio algebraica habeat diviforem cubicum (p— qz) 3 , 
tum in aequatione differentiali propofita continebitur hacc 

p 3 y- 


20f 


p 3 y 


3 PM*L 

dx 


3 pqqddy 

dx 2 


q 3 d 2 y 

i ~ “ o quae polito 


y — e ~f «, transmutabitur in hanc: d 3 u — o; unde ori* 
tur « “ a -+- fi* -f- y-tw, ex quo aequationi propofitas 

px 

fatisfaciet ifte valor particularis y~ e (ot — | — p.r — ) — yjrjr) . 

Simili modo fi aequatio algebraica o = A -(- Bs -f- C = 2 
-(- Dt 3 -f- .... -f- habeat diviforem biquadratum 
tum ex eo nascetur ifla aequatio particularis facis- 

px 

faciens y — e [a, — f~ /3-v — 1— yxx — 1— t?.v 3 ) . Atque 


generaliter fi divifor fit ( p — qz )*, erit valor inde ortus y 

px 

c j f ct ■ 1 ~ (3 x — [— ■ yxx — $ X 3 — [— ■ kx * ) . 


ita ut is f conflantes imaginarias involvat. 


§. XIX. 

Si cui dubium fuperfit, an hoc modo ex diviforibus 
compofitis, in quibus z plures una habet dimeniiones, aequa- 
tionis o A — f - B z — f- Cz 2 — f - D z 3 — f- — f“N z n 


rc£te deducantur valores pro^, qui aequationi propofitae: 

B dy C ddy Y)d % y N d n y 

dx dx 2, ^ dx 3 ^ J.\ n 


0=A J»-f- 


hoc dubium ex natura rei facile tolli poterit. Sit divifor 
utcunque compofitus p~\~qz -f- rzz sz 3 -f- &c. ex 


cx eoque formetur aequatio o : ~p y — b 

J dx ** ** 2 


rtfjy 

lx' 


jd 3 y 

~d^ 


Dd 3 -f- &c. 


&c. atque patebit valorem completum ipfius y pro hac 
aquatione prodire, fi omnes valores ipfius^ quos divifores 
fimplices xquationis o ~ p-\- qz — |— r-zz — (— sz 3 — |-&c. 
fuppeditant,in unam fummam colligantur; at divifores fim* 
plices hujus xquationis fimul funt divifores fimplices illius 
o “ A — |— Bz — (— Cz 2 — p- Ds 3 — f- .... — N« w ; & 
hanc obrem valor ipfius y ex illa fa&ore compofito ortus, fi- 
mul cft valor conveniens xquationis propofitx differentialis 
B dy t Cddy , T)d 3 y ( , N d«y 

~17 ~dP h ~dx r ~dx^' 


O — A y -h' 


§. XX. 


Inventis autem valoribus ipfius y , qui ex aliquot divi- 
loribus fimplicibus inter fe xqualibus xquationis 0“A-+- 
Bz -+- Cz 2 -|- Dc 3 -+- -+- N«* oriuntur, al- 

tera difficultas folvenda reflat, fi hxc xquatio habeat radices 
imaginarias. Confiat autem, fi quxpiam xquatio habeat ra- 
dices imaginarias, earum numerum femper e fle parem; at- 
que ego alibi oftendi has radices imaginarias perpetuo bi- 
nis conjungendis in ejusmodi paria dispesci pofle, quarum 
tam fumma quam produdlum fiat quantitas realis. Hinc 
Joco diviforum imaginariorum prodibunt divifores compofi- 
ti duarum dimenfionum hujus formx p — qz — |- rzz rea- 

lcs, qui autem divifores fimplices habeant imaginarios. Erit 


ergo ia tali divifore compofito qq K 4pf i unde 



cofinus cu- 
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i. Pofico ergo finu toto zz r erit — - 

juspiam anguli realis, qui fit zz <P; fietque q pr. coi' 

A.?*, ex quo generalis forma diviforum compofitorum, qui 
di vi fores imaginarios in fe contineant, erit hujusmodi p— 21 
V pr. cofA(p — f- rzz. 

§. xxr. 

Sit igitur aequationis o zz A — f- Bz -+- C« 2 — f- &c. 
ejusmodi divifor / — izV pv. cofAtp -f- rzz,\ ex quo in- 
veniri debeat conveniens valor ipfius y. At cx hoc divi- 
fore nascitur ifta aequatio differendo - differentialis 

— p y — eoi A. <P -f ad quam integran* 


dx 


fxc ofA.p 

dam ponatur y “ e « pofito brevitatis gratia 

/ — V — fietque ffudx z {C\nhp ) 2 -4- ddu zz o. Multi- 


plicetur per 2 du & integretur erit jfuudx 2 (fin A p) 2 
(fin A <P ) 2 y unde /V.i-fin Atp zz 


Y(a 2 —u 2 ) - y 


quae integrata dat />finA<p -f- (3 zz A fin. 


n 


Ex qua 


aequatione fit u zz cefinA.(/>fin A.<p -f- |S). Confequenter 
/>cofA<p 

habetur y zz a e fin A (/'•'‘'fin A <P — f- / 3 ) qui erit va- 

lor conveniens ipfius y pro aequatione propofica- 


f XXII. 
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§. XXII. 

Eadem vel tequivalens expreffio pro y colligitur ex fa- 
ftoribus fimplicibus etfi imaginariis arquationis o — p— 2 zV-j>r. 

cofA<P-t -rzz\ qua: polito f ~ V ~ abit in hanc o ~ff 

--zfzcoC A(p -f- zz y cujus radices funt z “/ cofACp 

/ V — i. fin A Cp. Hinc pro y refultant valores 

/^cofA<PH-/ A 'y~i.finA(p ./.vcofA(p-/A-V— i.fin A 

e Sce quibus 

-/>cofA<P +/>y-i.finA(p -/vy-i.finACp)* 
conjun0:isfitjy~£ (*)* 

His autem cxponentialibus in feries converfis prodibit 

f, .i.*, />*(finA<P) 2 f*x* (finAtp) 4 - \ 

f * cofAcp [(’i +6 )(— — - L a -" + ~ ,.,h' + - & 0 

1(,-9]V-i(/^finA(P--C£ii^^ -+- &c. ) 
t i. 2* 3 y 

Pofito ergo ij — 0 “ a & (ij — S) V — i — j3, orietur fum- 

fx cofAtp 

matis his feriebus infinitis y — e (acofA/.rfinA(p 

-f- /3 finA./^finACp): qua: exprcflio ad priorem facile re- 
ducitur. 

§. XXIII. 

Hinc adipiscimur modum inveniendi valorem ipfius y t 
fi duo pluresve hujusmodi divifores compofiti fuerint inter 
fe aquales. Sit enim Iff' — 2 /zcofA(p-|-z.z) 2 divifor a> 
quationis algcbraica: : quoniam is reducitur ad (z— /cofiA$ 
— / y — i. fin A$) 2 (* — / cofAcp -f- /y-i.finA<P) 2 , 


erit 


erit per procedentia valor ipfius y hinc oriundus: y zz 
fxsoCAty+fx V-i.fin A<P fx cofA<p-fxy—i finA<p 

e (*)+8*)+* (<+xj) 

-YfxV-ifmAQ -fxV~i.f\nA<P 
Cum autem fit e ») — |— * *“acofA. 


/.vfin Ap-f- /3 fin A.fx (inA^ hinc colligitur fore y zz 

fx cof A fys v 

e a') cofA./A' fin A<p-f*(y-f*^ xfmAfx finA<pJ 


§. XXIV. 

Quod fi autem cubus aliave potefhs ipfius jf — 2 / z 
cofA<P-}-is fuerit divifor oquationis algebraico 0 = A 

-f- Bz -+- Czz D z 3 — |— -f- Nj&«, tum ex 

potefhtibus iisdem faftorum fimplicium imaginariorum va- 
lores ipfius y eruantur fecundum §. 18. & in unam fum- 
mam conjiciantur. Quo fatlo quantitates exponentiales 
imaginario in finus & cofinus arcuum circularium converti 
poHunt ope hujus lemmatis 

-Yfx V -i, fin A <P - f*V- i.fin A <P 

e qxk — }— e Qx* ZZo.x^ colA. 

/*fin A<?> — 1 — /3 ^ * finA./*finA<p. Sic fi — 2 /scofA<p-t-si.)+ 

fuerit divifor aequationis algebraico, tum ex eo fequens nas- 

fx cofAp >- 

cetur aequatio integralis y ~ * 3 

H- &x 3 ) cof A. /> fin A ?> -f- 
fin A/^finA<p). 

§. XXV. 

Exprefliones ifto pluribus modis immutari poflunt,pro- 

Ee ut 



2X0 


ut conflantes aliis atque aliis medis exprimantur. Commo* 
diiiima autem videtur haec transmutatio, qua valores ipfius 
y ad formam §. 21. inventam reducuntur. Ita hac forma 
u.v * cofA./-v fin A p -f- v* k UnA.f v fin A (p fi ponatur ^ — K 
flnA./.&i' ~ K coCA.p, transmutabitur in hanc fin A 
(/.rfinA^J -f- p) . Qamobrem cx fa&ore indefiniti expo- 
nentis {ff—ifz , cof A. @ -f- sc)* formabitur fcquens valor 
ipfius 

/.r cof A p 

y~e (afinA(/-vfinA?>+^|)-i-|3vfinA{/r fin A ^+95) 

-t-y.v 2 fin A(/-i*finA?> -H$)-h k finA(/ .vfin 

Hocque pafto ex omnibus divifbribus, utcunque fuerint com- 
parati, valores rea! es pro variabili y inveniuntur. 


§. XXVI. 

Quod jam ad conflantes arbitrarias, quae in valores ip- 
fius y hoc modo inveniendos ingrediuntur, attinet; patet 
primo, cx fa&oribus fimplicibus formae / — «, oriri valores 
ipfius y unicam conflantem arbitrariam continentes: deinde 
valor ipfius ^qui oritur ex fa&ore (/ — z ) k , continet & 
conflantes arbitrarias. Porro ex faftorc compofito ff—zfz 
cofiA?> H- zz prodit valor ipfius y duas conflantes arbi- 
trarias complc&ens: atque ex hujusmodi fa&orum poteftate 
quacunque {jf — 2/scofA. zz) *formatur valor ipfius 
y , in quo zk conflantes arbitrarix infunt; ita ut numerus 
conflantium arbitrariarum aequalis fit numero dimentionum 
ipfius z, quas hxc variabilis in divifore obtinet, cx quo va- 
lor ipfius y eft erutus. 


§. xxvu. 


$. XXVII. 

Quodfi ergo aequatio algebraica, quam ex xquatione 
diffcrentiali propofita formavimus 

o == d -f- Bz-f- Cz 2 -l-Ds 3 -f-Ez + H- +N 

in factores fuos five fimplices fivc compositos reales, five 
tales, qui fint poteftates fimplicium compositorumvc, rcfol- 
vatur, atque modo deferipto ex lingulis valores convenien* 
tes ipsius y formentur, tum hi omnes ipsius jy valores jun- 
£tim considerati tet continebunt conflantes arbitrarias, quot 
in exponente « infunt unitates. Omnes igitur ifti valores 
in unam fummam collefti non folum valorem prxbebunt 
pro y y qui aquationi proposita: 

CJ& T)d\y t , N d”y 

' dx* ’ 


o — A y H y~ 

dx 


+ 


dx 3 ' dx n 

fatisfaciat, verum etiam ifte ipsius y erit vnlor completus, 
qui omnes poffibiles valores huic sequationi convenientes in 
fe complcftetur. Hoc ergo pacto xquatio ifta difTerenrialis 
perfecte integratur interminis finitis, neque intcgralc unquam 
alias prxter hyperbolae atque circuli quadraturas requirit. 

Problema. L 


f 


XXVIII. 


Si proposita fuerit cequatio differentialis gradus n hu- 
jus forma; 

11 dy C ddy i D d 3 y - , N d*y 

‘7x~ + 7v r *" 


■A y 


dx 3 dx» 

in qua elementum dx pofituin eft conitans, ac littera: A,B, 

Ee 2 C, D, 


C, D N denotant coefficientes conflantes quoscun- 

que : invenire hujus aequationis integrate in terminis finitis 
reatibus. 

Solutio. 

Scribatur i loco y\ zloco ; z s loco & genera- 


liter z* loco ; hincque formetur fequens aequatio al- 


gebraica n dimenfionum. 

o ~ A + Bz + Cz 2 + Dz s + + Nz" 

Hujus' aequationis porro quxrantur omnes divifores fimpli- 
ces reales, quos quidem involvit; &, fi habeat divifores 
imaginarios, eorum loco capiantur divifores compofiti roa- 
les, in quibus z habeat duas dimenfiones, quoniam femper 
bini faftores imaginarii unum fa florem compofitum realem 
conflituunt. Ex fingulis diviforibus deinceps formentur fe- 
quenti modo valores particulares pro j. Ex faftore fciti- 
cet quolibet fimplici, qui alios non habet fui aequales, hujus 

f* 

forms/ — z, oritur iflc valor y “ a e . Ex duobus 
autem pluribusve fattoribus aqualibus conjunflim fumtis 
valores ipfius y determinari debent. Nempe ex faflore 

f x 

(/—i) 2 oritur^ “ : ex faflore {/ — z) 3 ori- 


tur y rr (a — f— /3 .t- — f— y ,v*) e ; atque generaliter ex faflore 

f* 

(/— z)* deducitur y ~ e (a+fSx+yxx-h 

Quod 


m mm 

Quod ad fa&ores compofitos attinet, fi illa aequatio algebra- 
ica habeat faElorem jf — 2/z cof A. <P zz } qui. fui fimi- 
lem inter reliquos non habeat , erit valor ex eo oriundus y 
f.v cof A <P 

n e a finA(/-**finA<P-l-§|). Si aequatio algebraica 

duos hujusmodi faftores habeat squales, ita ut fit divilibilis 
per (ff— %fz cofA?>-l-zz) 2 tum ex divifore quadrato ori- 

fx cofA.£ 

tur fequens valor y — ac fin A(/.vfin A <p-i +/? 

/arcofA <P 

x e fin A. {fx fin A ?H- 55) . Sin autem hujus fa- 

floris poteftas quaecunque puta {Jf — 2 f zcofAQ-t-zz)* 
fuerit divifor aequationis algebraicae, tum ex eo refultat 
fcquens valor y ~ 

/>cofA<P fxcofAP 

a e finA fxftnAty-^W+fixe fin A [fx fin A ?> +55) 

fx cofAp fx cofAp 

1 < CmA fxfmAV h$)+Jx3 e finA (fx 

k—l /.rCOfA?> 

•linAfP— jDjH - —\—nx c finA '/r fin A<p+.R) 

Inventis autem hoc modo ex fingutis diviforibus aequationis 
algebraicae convenientibus valoribus ipfius y, nihil aliud fu- 
pereft, nifi ut omnes ifti valores in unam fummam collo- 
centur, hocque modo prodibit valor ipfius y completus; at- 
que is ipfe, qui proditurus eflet,fi aequatio differentialis gra- 
dus n proposita n vicibus integraretur. Q^ E, J. 

Ec 3 


Exemplum.i. 
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Exemplum i. 

§ XXIX- Hujus aquationis differentiatis fecundi gradus 
bdy edd y 

— a y — 1— 2^7 tntegrale tnvmire: 


Pofitis uti pracepimus i pro j; z pro 


d y 

jp&aspro 


ffh 

d.V 2 , 


oritur liscc aquatio o — a bz -j- czz; qua vel am- 
bas radices habebit reales, vel imaginarias: prius evenit , fi 
b b 4 a c, pofterius fi b b ^ 4 a c. Sit igitur primo bb 

, — b Y {bb — 4 ac) 

^ 4 ac, ae dua radices erunt z — - - — i 

2 c 


haque cafu erit integrale quasitum. 

— b x— J— xY{bb — 4 ac) — bx — xY {bb — 4 ac) 

y — a e % c 2 c 

Cafus hic feorfim eft perpendendus, quo bb ~ 4 a c\ tum 
enim erit a -4- 2 z Y ac -4- czz quadratum nempe 
( ,V*-h zYc ) 2 y quod comparatum cum forma (/— z) 3 dat 


-xY-t. 

a c 

f “ — Y — ,ex quo integrale erit y ~ (a ~+~ jS .v) e 

C 

quod eft integrale aquationis o — a y -4- ~h ^rr" 

Sit jam bb 40 c, atque aquatio 0 ~ a -4- b z — J— czz 
non habebit radices reales, comparata ergo cum forma ^ r — 

z/zcofAp-h zz dat — ~ - 2/cofA$>,& — ~ ff\ un* 

c c 

dc 


215 


de erit f ~ V~ & cofA ^ ~ —y^ hincque fin A <P — 
V (4/7 c — bb) 


— hx 
t € 


iVac 5 ex 3 U0 or ^ tur y ~ a e fin A 


C 


'x y (4 / 7 ^ — bb) 

2 C ] 


91) . 


Exemplum. 2. 

§. XXX. Hujus aquationis differentiatis tertii gradus 0 ~ 


y ~ 


^a 2 ddy 
d x 2 


2 a 3 d 3 y 

Tx 3 


integrate invenire. 


Ex hac aequatione ergo oritur ifta algebraica 0 ~ 1 — 
3 « 2 h 2a 3 z 3 , qua: rcfolvitur in hos fa&ores (1-4-2/72) 

(1 — az ) 2 . Prior faftor i-\-zaz cum forma f —z compara- 

— I 

tus dat/iz: — unde oritur.? “ a, e 7^ ; Pofterior fa&or 
(i — az ) 2 comparari debet cum cum (/— z) 3 , exquofit/“ 
hincque nascitur y ~ (fi - y.r) e ~ . Aquationis 
ergo propofittv, integrale completum erit 

— * X 

y ~ a r Ta H- (|S-l-y.v) r V . 


- Exemplum. 3. 

\ 

§. x^ja. Hujus aquationis differentiatis ter tu gradus 
_ /7 3 d 3 y . 

0 — y — — — - — integrate invenire, 
ft *v 

Aquatio 


21<S 


ASquatio algebraica cx hac aequatione orta erit o “ i 
—/i 3 z 3 , quae refolviturin hos fa&ores: ( \-az ) (i-f-*z-h« a «) 

I I z 

ita ut eius divifores finthi * & — 

quorum ifte in fimplices reales refolvi nequit. Ille igitur 

I X t 

divifor «dat pro intcgrali y — a e -75 alter vero 


1 2 

divifor — -4— — -t- zz cum forma# —2 f zcofA^ ■+“ 

aa a 

, , I o — 2CofA?> T . „ c , 

zz comparatus dat / “ — & = ~> lta ut “ at 

cofA?)— — — & fiiiA?— ^ hinc ex ifto divifore refol- 

tat > — £ ? 17 fin A - 4 - ^Equationis ergo 

propofita: integrale completum erit 

) f 7 + £ * 77 fin A ■+“ 51 ^ . 

Exemplum. 4. 

$. XXXII. Hujus aquationis differentiatis quarti gradus 

Q * d 4 y 

O ~ y dx* * nte g ra k invenire. 

Ex hac aequatione formabitur ifta aequatio algebraica 
0 — 1 — a*z + , quae duos habet divifores fimjMices reales 

2 — - * — h z } reliqui duo imaginarii continentur in 

hoc 


hoc compofito -jj- -+- zz- Bini divifores fimplices pro inte- 

X — ^ 

grali dant * — f ~(3 ? . Divifor autem aa 

cum forma /—a/* cofACp -f- a* comparatus dat/™ 

— , & cofAp — o, hinc que finAcp zz i : Terminus cr- 

a 

fx cofACp 

go exponentialis e ob exponentem zz o abit in 

unitatem, eritque y zz yfmA ( Integrale 
ergo completum erit: 

X 

y ZZ a e -+- pe -+- yfinA^—— -f“ ® ^ 

Exemplum. 5. 


§, XXX 1 U. Hujus aquationis different iaiis quarti gradus 
{t ^ d ^ y 

0 — v _J . - integrale invenire. 

J < f.v * 


Rcfolvi ergo oportebit iftam aquationem algebraicam 
0 — 1 H- rt 4 s 4 , quae cum nullum habeat diviforem fimplicem 
realem, refolvitur in hos binos fa&ores coinpofitos reales 
1 azV 2 -f- aazz & i—az V 2 -f- aa zz, qui diviti 
per na , uc cum forma ff — 2/zcofACp -+- zz comparari 

x zv* z i 2 

queant, dabunt 1- - — -f- zz & f-zx 

u ’ aa a aa a 


Ff 


pro 


pro utraque fit / ±? ; pro illa autem, / cof A p zz 

at pro hac /cof A<p zz — ^ ; hincquc iterum pro u* 


traque /finA? zz — Ex quibus oritur integrale com- 
pletum xquationis propofmc 


— X X 



Exemplum. 6. 

§. XXXIV. Hujus aquationis dijfercntialis feptimi gradus 
d dy d 3 y d* y d 5 y t d 7 y 

dT 3 77T* 77* Z 77 


o — y~jr—~ 


integrale completum invenire. 

Nascitur hinc iftn aequatio algebraica 7 mi ordinis 
o zz i — j— =2 — f- z 3 — f- £ 4 — f- z 5 —j— z 7 
qua: refolvitur in fequentes faftores reales tam fimplices 
quam compositos: (i-f-z) (i — | — ^ — | — ^ ~) (i — z-\~zz) 2 . Ho- 
rum primus cum forma / — - comparatus dat / zz — r, 

— x 

bineque oritur y— a e . Factor autem alter i-\~z-\~zz 
comparatus cum jf— 2/ z cof A p-J-s z dat / zzi&cofA<pzz 

y, 

ij unde finAp zz — & integrale hinc natum y zz 

2 



— X 


finA 



Tertius faftor ( 1 — e-fr-ac ) 2 


compa- 


Ex eo igitur 
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* 

comparari debet cum forma {Jf— 2/icofA^-j-aa) 3 , 

fit / — i, cofAp — i & fin .A p “ . Ex eo 

2 

X 

prodit integrale y ~ ye finA 


unde 


33 ^ —f— i x 

c fin A Kt^T ® ) • Qaamobrem aequationis 
differentialis propofitx integrale completum erit 

X 

y—a e -+-( 3 e fin A Q~ ® )-t-y/ finA f 


.v>'3 


«8 } + S.v 


X 


e " fin 


in 


2 , A (— P + ® ) 

quo utique feptem conflantes arbitraria: continentur. 

Exemplum. 7. 

§. XXXV. Hujus aquationis difjer curialis 0 flavi gy< 

— <r *y 3^y ,4 i s jy _$i 6 j 3 £> 

° “ ,/.v 3 f/.v 4 <£v 5 dx* ~ r " V.v' </v s 

integrale completum invenire. 

yEquatio aJgcbraica o£tavi gradus, quam refolvi opor- 
tet, erit 0 zz z 3 — 3- 4 -f- 4^ — 4 Z G -f~ 3 Z? — - s : 
quam primum divifibilem efle conflat per z 3 ; qui divifor 
cum forma (/ — z ) 3 comparatus dat/zzo, hineque pro 
integrali invenitur y ~ Divifore hoc in 

computum du£lo fupereft refolvenda haec aequatio n — t 

Ff 2 


vadus 

d*y 


« *> ~ 

1 



2 20 



— 3^: -f- 4 zZ ~~ 4Z 3 -H 3^ 4 — » 5 , quae per i + zz divi- 
fibilis deprehenditur, quo cum forma ff~o.fz cof A<p + zz 
comparato fit / =: i & cof A (p ~ o unde fin A <p “i; 
ideoque refultat y — <?finA (a*-h 51 ) . Divifione porro per 
l-hzz inftituta remanet aequatio i — %% -+- 322 — z 3 — 
o ~ (1— z) 3 j in forma ergo "(/— z ) 3 fit / = 1, atque in- 
tegrale hinc oriundum eft y — (e+gx+qx x )e x . Confe* 
quenter completum integrale aequationis propofitse eft y — 
a+fix-i-yxx+ti fin A ( 51 } ■+■ + x ,%*) e * . 


Exemplum. 8 . 

§. XXXVI. Hujus aquationis differentiatis indefiniti gradus 
d n y 

© — -j— integrate invenire . 

Hinc refultat ifta aequatio algebraica % n ~ 0, cujus cum 
omnes radices fint aequales, ea comparari dehet cum fafto- 
re (/— z) k , fietque f = k & / ~ 0 ex quo fhtim prodit 
integrale quaefitum 

n—i 

y — a+P* -+■ yx 2 - 4 - J.v 3 4 - + v v 

Hoc vero idem integrale ‘facile invenitur integrationem n 
vicibus fuCceffive inftituendo. Prima enim integratione ori* 

n — r fs 

d y 

tur a — multiplicetur per dx & integretur fecun- 

H * « 

/1 — 2 
d *)/ 

do erit a *+$ “ — ■ Quae per dx multiplicata & 


tertio 


»-3 

tertio integrata dabit -f- | 3 a* 4. y “ * Atque 

ita porro, fi integratio n vicibus repetatur, prodibit mutatis 
conflantium expreffionibus. id ipfum integrale, quod per 
noftram regulam invenimus. 

•$. XXXVII. 

Hujus methodi beneficio poflunt etiam plurimae aliae 
aquationes differendalis gradus indefiniti integrari, quae qui- 
dem ad aequationes algebraicas deducunt, quarum fa&ores 
reales five fimplices five compositi a£tu exhiberi pofTunt. 
Cum autem hujus loci non fit modum tradere, di vitores 
hujusmodi aequationum indefiniti dimenfionum numeri inve- 
fligandi, hic ejusmodi aequationes differentialcs infuper tra- 
ftabimus, qua: ad aequationes algebraicas perducunt, quarum 
fattores jam aliunde funt eogniti. Hujusmodi aequationes 


n n 2 n n n in 

autem funt / +_ * =o,&/ 2// s JL z “ 

0; harum enim expreffionum fattores reales tam fimplices 
quam compofiti feu trinomiales omnes exhibiti funt a Viris 
de Analyfi meritiffimis Cotesio & Moivrxo, quos proinde 
tanquam cognitos in folutione fequentium problematum as- 
fumemus. 

Problema. II. 


§. xxvviii. . 

Si propofita fuerit ifta icquatio diiferentialis gradus >/; 

Ff 3 o = 


o “ j — in c l ua elementum dx ponitur conftans, ejus 
intcgrale completum invenire. 


Solutio. 


Pofito uti prselcripfimus i loco y & 




Jn 

» loco y~ 

d.m 


ha- 


bebitur ifta aequatio dgebraica o — z n } cujus aequati- 
onis divitor fimplex perpetuo i — z, &, fi n fuerit nume- 
rus par, divitor fimplex quoque eft i — f- z. Reliqui di- 
vifores fimpliccs omnes funt imaginarii, iique continentur in 
■ 2 h T 

hac forma generali i — 2 z cofA. - — — f- «jcj (ubi sr de- 


notat femicircumferentiam circuli cujus radius “ 1) qui cum 
divifore trinomiali generali jf—ifz cofA?) -+- zz compara- 

tus dat / “ 1 & <P — ~ , ita ut hic divifor det valorem 


a-cofA — 

» 2 fo N 

integralem y — et e fin A (a* fin A — f- $ J 

Ouodfi jam loco 2 k fuccefiive omnes numeri pares expo- 
nentem /; non excedentes fubftituantur, prodibunt omnes 
poffibiles valores, qui pro y fubftitud fadsfaciunt. Conti- 
netur vero etiam in hac generali forma valor ipfius y, qui 

x 

oritur ex fa&ore fimplici 1 — i qui eft y = a e ; pofito 
enim 0, fit cofA.~ zzi.&finA.-- — o, hineque y 


X 


“a e , ob finA. SI conflantem in a complexum. Simili 
modo, fi n fit numerus par, valor ipfius y ex fiiftorc i -f-e 


— X 


oriundus, qui eft y ~ a e , cx fa&orc generali reflui tsc 
fa£to 2 k “ //, fic enim tum cofA .~ — i & finA.— 


n o, ita ut valor ex fa&orc generali oriundus y rr ac . 
Integrale ergo completum obtinebitur, fi in torma generali 


y ~ a / C °^ A ' » (in A {x fin A.“~ -h % ) fueceffive loco 
omnes numeri pares a o usque a dx fliliflituantnr, hique 
varo res in unam fummam conjiciantur: Prodibit ergo inte- 
grale qttEefitum & completum 

y — ; a e -f- (3 e finA(.vfinA. — -h 55 ) 


xcofA.— 


r * 

* cof A. 


finA (-v finA — 


6 7T 


finA ( rtnA. 4 1 






a- cof A. ~ 

* e * fin A (a- fin A. -h -b &c. 

quae membra eonsque debent continuari, quoad n conflan- 
tes arbitraria: habeantur, vel quod eodem redit, quoad e o- 
effieiens ipfius major unitate evadat. Fiet autem, fi « fit 

* nume* 


cof A. 


(»-i y 


numerus impar ultimum membrum ~ v e 
finA(ffinA. — H- 3 ?); at fi n fit numerus par, erit 


tu 


— X 


ultimum membrum ~ v e ; & penultimum “ 


/'a fw — 

.vcofA v — - 

n 


finA(.yfinA -- y+- Pro quo- 

vis ergo valore ipfius n integrale completum expedite a$- 
fignabitur. E. J. 

§. XXXIX. 

* 

Quo ifta integralia clarius ob oculos ponantur pro lin- 
gulis val oribus ipfius « ab unitate incipiendo integralia ae- 
quationis o zz y — exhibeamus; 

I. Hujus aequationis o ~y — d -l integrale eft; 


y — 


a e 


II. Hujus aquationis o — y — integrale efh 


— X 


y “ a e -f- (3 c 

d ^ 

IU. Hujus aequationis 0 ~y — integrale eft; 

X tfCOfA^T 

y~ae -\-{ie fin A {.rfin A. |T-f-S5) 

IV, Hujus squationis- 0 rz y — ~~ integrale cft: 


y — 


X 


y <& e — | — fi fin A {.v — | — 93 j — j — y e 

d s y 

V. Hujus aquationis o zz y — ~j integrale eft: 

x xcoCAf-Tr ^cofAfir 

yna,! ifie finA(.vfinA.|7H-58)-+-y<? finA(jrfinA$-w+@) 

VI. Hujus aquationis o — y — integrale eft : 

x A-cofA^ .vcofAlTT’ 

yzzicL e (3 e fin A (-vfin A.y 7T — | — 5J3) — | — y c fin A 

— X 

(.vfinA.§ff H-G) -+- * 

/i * y 

VII. Hujus aquationis o — y — integrale eft. 

x * cofA f x xcoCA^tt 

y a, c — j — fi e fin A (.vfin — j — 93 J — I — y c 

A*C0fA> 7T 

finA(.f(inAts4-G)-+-ie finA (.vfinA^-t-B) 

{j 

VIII. Hujus aquationis o = j — integrale eft; 

.v a*co(AJ r 

y—ae — |— /3 <r fin A(afin A ^r-fr93H-y fin A(.i-f-S) 

•v coi' A l r —.v 

— j — $ e iin A (.vfin A T-i — !>D) — ) — s c &c. 

Problema. III. 

§. XL. Si propofita fuerit ifta aequatio diftcrentialis 

d n y 

gradus indefiniti »; o ~ y - , pofito elemento dx 

conflante, ejus integrale invenire. 

Gg 


So- 


Solutio. 


Pofito fecundum regulam i pro y,&.z n pro 



> Pro- 


dibit ifta icquatio algebraica o n: i - 1 - & n > qux fi n fuerit 
numerus inipar, diviforem fimplicem realem habet I - 1 - z } 

— X 

ex quo oritur y ~ a e . Peliqui divifores 'fimplices o- 
mnes fimt imaginarii j hofum vero bini continentur in hoc 

i 

faftore trinomiali reali: i — 2 z cofA. hseque 


expreffio omnes prorfus divifores formte i-}-s* fuggeritjfi 
loco ik — 1 omnfs numeri impares ipfb n non majores fucces- 

five fubftituantur, Collata autem hac formula 1— 2 2 cofA. tt 

» 


-f zz cum fa flore generali ^ — 2/ zcof f-22 fit/ = 1 

1 

& <p ” bine ergo enascitur fequens pro y valor 


.v cof A V 

n 

generalis yzza e fin A (x fin A — w — t-}-^ . 

Atque in hoc valore generali etiam continetur valor ipfius y 
ex fa&ore fimplici 1 -f- z , fi quidem n fuerit numerus im- 


— X 


par, oriundus; predit enim hoccafuyrrae , fifiat2£~ 1 

m», tum enim fit cofA— — w ~ cofAs- ~ — i, ejusque 

finus — 0, Integrale ergo completum aequationis propoll- 
tae invenietur, fi in hac forma generali y — 


a e 


2*7 




x cofA 

n 

a e . fin A{-vfinA v -+- 5() loco a (’ - i 

fucceffive omnes numeri impares i, 3 ,5,7, &c. qui quidem 
exponente « non funt majores, fubftituantur , iftique valores 
cunftiin unam fummnm colligantur. Prodibit ergo hoc 
modo integrale quasfitum & completum ; 


X 

cofA — T 

n 



a 

II 

fin A (•** fin A. — ir 

' n 

-h 

O 


*COfA. — 7T 

. n 



(3' e 

fin A (*finA. — t 

' n 

-h 

58) 


x cofA. —a- 



H- y e 

fin A(* fin A. — — zr 

-h 

e } 


Af COfA. — ZT 
n 



-+- & e 

fin A (a- fin A — v 

-h 

jD &c. 


qux membra eousque continuari debent, quoad n conftan- 
tes arbitrariae fuerint ingrefia:; quod eveniet, fi ex ferie £ra- 

kr 

I 2 c 7 

ftionum — , • — , - — , — 6 cc. omnes unitatem non 
n n n « 

fuperantes capiantur. Fiet autem, fi n fit numerus par, 

ACOfA — 7T 

- n 

finA(.rfinA — | — SXj) ■ 

Gg 2 At 


membrum ultimum v e 



“ X 

At fi n numerus impar, membrum ultimum erit: v e ,pe- 


x cofi A ~t 

n 

nultimum vero f/. e fin A(.vfin A ~ ? ) 

unde nullo negotio integrale completum quovis cafu affig* 
natur. E. J. 


$. XLr. 

Ad integrale hoc diftin&ius explicandum aliquot cafus 
fimpliciores evolvamus, loco n ponendo, ut in procedente 
problemate fecimus, numeros integros i, 2, 3 ... 8} quo 
vis hujus integrationis penitius perfpiciatur. 


I. Hujus aequationis Q — integrale eft: 


y = 


a. e 




II. Hujus aequationis 0 ” y -+- 


ddy 

d ,\ 2 


integrale eft: 


y — _ a fin A ( x — f- $ 1 ) 

d ^ y , 

I1L Hujus aquationis o“^ -+- integrale eft: 

■rcofAfjr — ,v 

y ~ a « fin A(* r fin A-s-s'— (- 31 )— 

d y 

IV. Hujus aequationis 0 ~ y — (- integrale eft: 

■rcoiA^ ^cofAfff 

yiz&t finA(^fin A.^_j_ 3 l)-[_jS e Jin A(4'fin \ s--hS8j 

V. Hujus aequationis 0 m y integrale eft: 


y — 


m 




22 $ 


XCO .ycoC^-t 

fin A (•vfin A j sr— }— 91) — fin 4 


— X 


{.rfinA.f 

d 6 V 

VI. Hujus aequationis o ~ y-\- integrale cft: 
^■cofAf^ 


y— a e fin A (*fin ^;-ir-]-9I)H-^fin -^(.v + S5) 

.veofA l'7T 

-\-ye fin A{x fin A%x-\- (£) 

VII. Hujus aequationis — y - 1- integrale efl: : 

• v CO {A y 7T x cotA. ] ~ 

y~&e fin A (.v fin A. f r. — ]— 91) -f- j3 e fi° ^ 

xcofA.fv ~ x 

(■f fin A \ a — ]— 9S)H~~ y e fin^.r fin A f r — \— @)H— 


VIII. Hujus aequationis: o — y 


d ® 

-rv integrale efl: : 
<y.v a 


A-CpfAjT VCOfA.fr 

y~&e finAfxfin A £r+9l)+j3? fin A^finA.fr+^S) 

.rcofAfr - xcofAfr 

+ye fin A(a* finA-v t-H£)+ J * finA(.rfinA.f«-+SD) 

Problema. IV. 

§. XLII. 

Si proposita fuerit aequatio differentia! is gradus zn haec: 
2 bd” y , d‘ n y 


0=) + 


— — posito elemento dx conftan- 


dx n 1 dx™ 

tej ejus integrale invenire j exiflente b b i. 

Gg 3 


Solu- 


230 


Si fecundum regulam ponamus i pro z». pro 
& *>» pro prodit ifla aquatio 


raica o zz 


i — f- 2 b z n — z tn y quae ob bb ^ i in hos duos faftores 
refolvitur: 

[z, n — f- b — f- Y ( bb — i)) (z n — f- b — Y (bb — i) ) 
Ponimus autem hic b quantitatem affirmativam ; Sr hanc 
obrem tam b -f- Y [b b — i) quam b — Y ( bb — i ) erunt 
quantitates affirmativae. Sit ergo b -f- V (bb — i) zz a» 8 c 
h—Y (bh~- 1) zz b * 3 ita ut fit ab zz i. Habebimus igitur 
iftam aquationem in duos fa&ores reales refolutam : o =z 
(z n -f- a”) (z n — \~ b n ) : atque prioris fa£toris finguli fa- 
ftores trinomiales reales continebuntur in hac forma: an — 

n /* — j 

2/7teofA ~ ~ 7 T -f- zz: pofterioris vero in hac : bb — zbz 

*lk — I 

cofA — — 7 r zz : Omnesque fattores habebuntur, fi in 

utraque forma fucceffive pro zk— i ponantur omnes nume- 
ri impares i, 3, y, 7 , &c. qui exponente n non fint majo- 
res. Integrale ergo quasitum ex his fa&oribus ita forma- 
bitur : 


/7,YCofA-3- ^cofA— 

n n 

y—he fi n A (axfi n A i ?H Bt’ fi nA(/ufi n A -—^1*33) 


tf.VCOfA— 5T tf-^COfA— 7T 

n n 

-+~Ctf finA(*«finA^jr-i-<?)+D* finAf^finA^jrt©) 

&c, 
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m 


bx cofA— r ^cofAi-ff 

n n 

^.a? finA^.vfinA-Jirf b J 

i.vcofA-s' 

17 

+ye finA (b .rfin A ^ x + c) 4* &c» Q^E. J. 


Problema. V. 

§. XLIII. 


Si proposita fuerit aquatio differentialis gradus indefi- 

2 h d n 'V d nz v s* n 

ti 2 » hsec : o ~ j — — I— - — - fumto <fx conftan- 

//v» 1 rivin 


te, & exiftentc bb ij ejus integrale invenire. 

Solutio. 

Secundum regulam fupra datam orietur hinc fequens 
aequatio algebraica o n - ibz» z = quse in hos 
duos faftorcs rcalcs primum refolvitur: 

O “ (z fl — b — f- V {bb — i) ) [z n — b — V {bb — i). ). 
Cum autem b denotet quantitatem pofitivam, ponatur b- f- 
V [bb — l) — a », & b — V (bb — i) =r i», ita Ut fit ab — 
i; hineque orietur ifta aquatio; 

O = (** - «") («" - i”) 

Prioris faftoris — «* omnes factores trinomiales reales 

2 ^ 

continentur in hac forma aa — zaz cofA, — — n -j- z z j po- 


fterioris vero z” — £« 


in hac forma bb — ibz cofA. — »■ 

» 


- 2 : 


ZZ\ omnesquc faclorcs habebuntur, fi in utraque forma lo- 
co 2 k fucccffive ponantur omnes numeri pares o, 2, 4, 6 , 
&c. numero « non majores. Ex his itaque fa&oribus co- 
gnitis integrale quaesitum colligitur fore : 

ax n x cof A — 7T 

n 

\e — i — B r fin A [n fin A - r 


' tfJTCOfA.-T 
& 

O fin A (a. v cof A — tc 

' n 

6 




(E 




a x cofA .- t 

n 

bx bx cof A --t 


fin A fi/ .v fin A -- t —i— &c. 

' n / 


a e 




* ) 


) 


fin A (bx (in A— k 

' w 

£xcofA.-/r 

y* fili A (bx fin A-^ jt 

^ cof A 4 -r 

— j — fin A {bx fin A ^ t — }— fc 

E. j. 

Problema. VI. 

XLIV. Si. proposita fuerit a-quatio differentialis gra- 
dus indefiniti hxe: 0 — y 
mento dx conflante; ejus integrale invenire. So 


2 hd”y d* n y r . 

T ' — -j — - fumto ele- 

tfx» d. t 1 »" 


Solutio. 

Aquatio algebraica, qua; fecundum praecepta hinc ori* 
tur : o ~i -h in hos duos favores rc- 

ales primum refolvitur: 

O ~ {b —f— V {b b — f— i) — z”) {—b — f - V (b h — f— i) 

Fiat, id quod ob b quantitatem pofitivam femper fieri pot- 
eft y ( b b — f— i ) — f— b ~ z a n j 8c y(bb — f— i ) — b zz b * ita 
ut iit ab — i; hincque- nascetur ifta aequatio: 
o z: (/7» — z”) (b» — f- z”) 

Prioris faftoris a» — z" facio res trinomiales reales omnes 

2 k 

continentur in hac forma aa — 2/?zcofA — ?r -f- zz, p 0 - 


fterioris vero in hac: bb — zbz cofA -f- zz , om- 

nesque faflores habebuntur, fi in priori loco 2 k omnes nu- 
meri pares o, 2, 4, 6, &c. in pofteriori vero loco zk — i 
omnes impares 1, 3, 5, &c. numerum n non exceden- 

tes fucceffive fubftituantur. Ex his ergo fafloribus cogni- 
tis intcgrale quafitum colligitur: 


y — 


ax /j.veofA— 7r /z.rCOfA — t 

n , * 

At — 1 — finA(//.ffinA.-^7r-f-SS) -f-Cr 

ax CofA — t 

n 

finA(*M* finA^sr — |— oQ— ] |— D? finA(<wfinA"T -f 

&c. 

H h ae 


5 8 £§? »34 


y~ 


h co fA -Te bx cofA A tt 

n n 

■e finA.(MnAAw-j-a) -f- jS« finA. 

^cofA.-T 

n 

(£.vfinA - t 4 - (A-f-y* finA.^* finA— t— J-A 

E. J. + &c. 

Problema. 7. 

§. XLV. Si proposita fuerit arquatio differentialis gra- 


ih d n 

dus indefiniti m ha:c: o~y — - 

ax n 


d in y 

T x ~- ’ in ‘l ua 


positum _eft elementum dx conflans: ejus integrale in ve- 
nire. 


Solutio. 

Per fubftitutionem per regulam fupra datam faciendam nas- 
citur hinc ifta scquatio algebraica ordinis an: 
o “ 1 — 2 bz” — * aw 

* 

qux primum in hos duos fa flores reales discerpitur 
O m ( — b— J— V {bb—\— i) — [b— j— V {bb — f-i) — j— s» j 

Ob b quantitatem positivam ponatur V {bb -f- 1) b— n » 
& — b rz l*\ ita ut fit al ~ 1. Atque fequens 

habebitur requatio refolvenda : 

O M " 1 “ z i^b n — 

cujus prioris faftoris a n -\ - z* omnes faftores trinominles 
continentur in hac forma: aa — iaz cofA — ™ 4- zz po- 

* fleri oris 



que fa flores habebuntur, fi in illa forma ponantur fucceflt- 
ve omnes numeri impares i, 3, 7, &c. loco a£— 1 j in hac 

vero loco 2* omnes numeri pares 0, 2, 4, 6, &c. nume- 
ro n non majores. Ex his itaque faftoribus colligetur inte* 
tcgrale qusesitum & completum : y ~ ■ 

a x cof A x 

Ae fin A (ax finA ~ & -f- $ ^ 


tf^rCofA. — X 


“f~B? fin A (<ix fin A -i- x — f- 53 ) 


«tfCOfA.-T 


“f-Cr fin A (axfinA— x -f- 

hx bx cofA —x 


n 



bx cofA .— t 


n 



bx cofA— ?r 



E. J. 


H a 


Proble- 


m 

Problema VIII. 


§. XLVIII. Si proposito fuerit hxc aquatio gradus in- 

j r . . 2 bd”y d‘ in y . , 

dehniti: o —y — | ^ ~ — |- posito elemento dx 

conflante, & exiflente bb ^ i. ejus integralc completum in. 
venire. 


Solutio. 

^Equatio algebraica ordinis 2 n qua hinc oritur eft 0 =z 
14 - ihz n 4 - 11^ a d cujus faSlores trinomiales reales omnes 
inveniendos, capiatur in circulo, cujus radius ~ 1 arcus 00 
cujus cofinus fit = />, ita ut fit h — cofA w. Arcu hoc 
invento unusquisque faflor tri nomi alis continebitur in hac 
forma : 

- - . kir — w 

I — 2 z coiA f- zz 

n 


fuMituendo loco k omnes numeros impares 1, 3, y, 7, . . . 
. . . (2 n — 1); ita ut horum fa&orum numerus futurus fit», 
uti numerus dimenfionum requirit. Ex his igirur*fa&ori- 
bus cognitis rcperietur fecundum praecepta data integrale 
quaeficum aquationis propositae: 


jrcofA 


7T—U) 


n 


xcofA^ 

n 


yzz. ue fin A frfinA H- a 


fin A 


(xfin A 


70 ' 
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# cofA —— 

n 

(# finA™-^ -f- finA(* fin A~*^ J H~ c ^ 

- . (2ff— iW— w 

•vcofA- 

-J— -f-vtf fin Af-rfin A- 2 --- ! ' T — 4- n\ 

n J 

Numerus fcilicet membrorum hoc integrale conflituentium 
eft w, indeque numerus conflantium arbitrariarum ingredi- 
endum efl 2v } uti gradus differcntialium aquationis propo- 
ficas requirit. £. J. 

Problema. IX. 

XLVII. Exiflente iterum b& ^ r. fi proposita fue- 
rit haec aequatio dirfereutialis gradus indefiniti 2 w: 0 — y — 

2 f^ — -4- ^ fumto elemento dx conflante, ejusin- 
dx* dx*» y 9 * 

tegrale completum invenire. 

Solutio. 

iEquatio algebraica , quae fecundum praecepta tradita 
hinc deducitur, efl 0 zn 1 — nbz” -f- z in , cujus finguli 
faclores trmomiales reales, quorum numerus efl n continen- 
tur in hac forma generali; 

r . bx — w , 

I — 2 i cofA. — J- ZZ 

n 

Hh 3 


fi loco 
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d loco k fucceffive omnes numeri pares 2, 4, 6, & c 
usque ad 2 n inclufive fu bfti tuantur. . Denotat hic autem uti 
ante w arcum circuli, cujus cofinus eft b, qui ob B 1. 
femper aflignari poteft, ita ut Yit b zz cof A w. Cognitis 
autem factoribus omnibus aquationis 0 zz 1 — 2 bz*-i-z*», 
aequationis diderentralis propositae integrale completum erit: 


r . 2 t— to 

A*coiA 

n 


j^cofA 


w 


y—tte 


(tnA(j:finA.^^ -4- a^-|— fi* 


n 


finA(^finA. 


4 TT—tt) 


n 


0 


■rcolA. 

n 


ye 


fin A (.rfiaA. 


6 


n 



■vcofA.— — 

s finA(xfinA— -p? -|- 


.vcofA. 


2 « ar— io 
« 


-h ** finA(.rfinA. 

Ingrediuntur enim in hanc expreflionem 
trarix. E. J. 


2 « T — CO 
W 


O 


2« conflantes arbi- 


Problema. X. 


®39 » 

Problema. X. 


§. XLVtiL Si proposita fuerit aequatio differentialis in- 

zd* v d* n y 

definiti gradus haec : o ~ y — "fan "+■ lfl ^ ua 

differentia !e dx positum eft conflans: ejus integralc invenire. 

Solutio. 


iEqtiatio algebraica qux hinc formatur eft: o “ I ^ 

- 1 - 2*» ~ (i Hh 2«)% qute cum fit quadratum omnes 

ejus faftores erunt quadrati: pro figno ergo fuperiori haec 
forma (i — 22 cofA .— — sr— |— 22 j omnes continet faclorcsj 


pro figno inferiori autem hiec forma (1 — 2ZcofA.^ n 
H- zz \ . Ex his faSloribus cognitis repcriecur pro fignq 


inferiori feu aequationis 0 ~ y — 
le completum: 


2 d n y 
<ix n 


Yx*” mte g ra ' 


^=1 


•VCOfA.— 7 T 


n 


A* + B* finA{^finA— ar+53^-|-Ctf 

<ttiA(jrfin A. k -1- -f-. &c. 


*cofA.-sr- 

n 


* xcoCA.-v xcoCA.— k 

» . . » 
axe -hfixt finA(vfin A-— zr H- b yxt 

finA (* fin A.-^- zr -J- f ^ -j- &c, " Hu- 
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rr • ■ . , 2</*V d in V 

Hujus vero aequationis o =: y H -h -? — - inte* 

ax n ax* n 

grale erit 


T' + ?1 ) 


.v cof^.— »* 

» 

A t fin A ( -v fin A. — - 

A-cofV.— ^ 

n 

- 4 - 13 ? Cin<4(xf\nA. — % 

n 

A-cof^.“^ 


-+- 58 _) 


;; 


n s 


y~< veo 
^ « 


a.v? 




,vcof^. — n 

n 




4 

fin fin w -h 


■rcofA.—^ 

n 


yx e 


tur 


fin Af^fin A.-^- w -+- — h &c 

L e: J-” 

§. XLIX. Ex his allatis exemplis jam abunde perfpici- 
quemadmodum omneS aquationes difFeremiales cujus- 




cunque gradus, quae quidem contineantur in hac forma 
B^y Cddy D d*y Ed\ y 

dx dx 2 dx 3 dx 4 


o ~ A y — (— 


&e. 


denotantibus litteris A,B,C,D, &c. coefficientes conflantes, 
traftari; earum integralia completa inveniri oporteat. Uni. 
ca nimirum difficultas relidet in refolutione aquationum al- 
gebraicarum in fa&ores reales five fimplices (ive trinomia- 
les; quam autem in hoc negotio, qurppe ab algebra pen- 
dentem merito 'tanquam datam affitmere poffumus. At 
vero haec eadem methodus adhiberi poteft quoque in aqua- 
tionibus hujusmodi, quarum termini in infinitum progredi- 
untur, dummodo aequationum aigebraicarum, quae inde for- 
mantur, omnes affignari queant radices. Hunc igitur ufum 
unico exemplo declarabimus, alia forte occ*afione hanc se- 
quationum diffierentialium infiniti gradus integrationem fufi- 
us expofituri. 

Problema. XI. 


t. Si proposita fuerit ifta aequatio differentialis in 
infinitum excurrens: 

n _ v _ tAl. *_l_ Hi - _ — i „ Jll &c ‘ 

° — J 2 dx 2 i^dx* r' yzOt/x 6 403 20 .* 8 

in qua dififerentiale dx pofitnm eft-,conftans ; ejus integrale 
completum invenire. 

'Solutior ’ 

Scripto i pro y, & s*pro differentiali cujusvis gradus 

Ii d k y 


efk y - , 

orietur ifta aquatio in infinitum excurrens oz i 


2 * 

I. 2. 


*> 4 


* , — — &c. qute 

I.2.3.4 I.2.3.4.J.6 1.2 8 

convenit cum hac 0 — cofA. z. Hujus ergo aequationis 

radices funt omnes arcus circuli radii ~ 1; quorum colinus 

evanescunt. Quocirca omnes poffibiles valores ipfius z 

erunt fequentes : . 

2 y 2 5 2 J 2 5 2 

His 'igitnf radicibus ac proinde diviforibus fimplicibus se- 
qu-ationis illius cognicis> qui omnes funt reales; aequationis 
differentia! is propofitte integrale completum erit: 


7TX -t-Tt* J ^}7TX 5 7TX 'ZlE'* 

2 x 2 2 2 a ' 

yzzae > — | —de — J — /3 — J~b <? — J — y <£■ — J — c 

77Tar —*J7TX 

2 * a 

— — j — ^ &c. in infinitum. 

Atque unus quisque terminus feorfim fumtus, vel plures 
junfti 'dabunt integrale particulare aquationis difFerentialis 
propositae. Q> E. j. 



Con- 


